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F. Uccelli e E. Zanazzi: UNA LENTE A CAMPO QUADRUPOLARE ELICOI
DALE PULSATO PER IL FOCHEGGIAMENTO DI PARTICELLE CARICHE;
Parte 1°: Condizioni di trasporto e di focheggiamento. Aberrazione croma
tica.

INTRODUZIONE
(1,2,3)
I vantaggi di una lente a campo quadrupolare elicoidale
spetto ad un comune doppietto (o tripletto) di quadrupoli, consistono essen
zialmente nella forte accettanza, dovuta all'azione continua del campo ma-
gnetico, nella possibilitd di ottenere immagini con ingrandimento orizzonta
le e verticale unitario (condizione ottenibile, nei sistemi ordinari, solo con
un tripletto), nel percorso sorgente-immagine, che, a parita di gradiente e
di angolo solido, risulta solitamente molto breve,

Queste caratteristiche sarebbero di per sé sufficienti a permet-
tere l'effettuazione di una serie di esperienze non agevolmente eseguibili
con 1 sistemi ordinari (quali ad esempio quelle in cui necessitano fasci se-
condari estremamente intensi, o le esperienze su particelle di corta vita
media, ecc.) e quindi per assicurare un buon successo a questi particolari
sistemi di focheggiamento forte, se non si presentassero notevolissime dif
ficoltd direalizzazione pratica (basti pensare ai poli di ferro a sviluppo eli
coidale, e alle relative bobine da avvolgervi).

Per queste ragioni abbiamo pensato chela lente quadrupolare eli
coidale sia effettivamente utilizzabile solo nella sua versione senza ferro
(applicando le idee di Panofsky(4) e di Septier(5)) e possibilrnente in regi-
me pulsato, Quest'ultima condizione ovvia infatti il notevole dispendio di e
nergia di una lente statica(6) e rende nel contempo raggiungibili alti gra-
dienti di campo magnetico,

(x) - Laureando presso 1'Istituto di Fisica dell'Universita di Firenze.



2.

EQUAZIONI DELLE TRAIETTORIE DI UNA PARTICELLA CARICA ALLO
INTERNO DI UN QUADRUPOLO ELICOIDALE,

Come & noto(7), le componenti di un campo quadrupolare, espres
se in coordinate cilindriche con 1'asse z coincidente 1'asse ottico, (v. Fig.
1), sono:

By = -arsen28

BO = -arcos26 (1)
B, =0

‘X

o b }1’%

avendo indicato con a il gradiente (costante) del campo magnetico,

FIG. 1

Nel caso di campo quadrupolare elicoidale di passo L, varranno
le stesse equazioni se sostituiremo 1'argomento 2 8 con 2(8 + 27xz/L).
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Assumendo ancora, in prima approssimazione, B, =0, e z = co
stante (traiettorie parassiali), le equazioni di moto di una partitella di ca-
rica e, all'interno del suddetto campoysono:

zrcos2 (0 +§-I—7f- zt)
(2)
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Introduciamo per semplicitd un sistema di coordinate cartesiane rotanti in

cui:
27T

x = rsen(0 + I z)
y = rcos(9+zf z) (3)
z2=1z
Le equazioni (2) divengono, allora:
1£"+2luz'- N;_15=0
(4)
Ztl_zwil_wi-)::()
avendo posto:
dy
! = g I= —
. dz L dz
2T ea
AI B em— o —
T k > (5)
whe w? ok w2 w? 4k

11 sistema (4) ha le seguenti soluzioni:

= W + W + w
b'e 101 sen oulz 1C2 cos tulz wC3 sen wzz + C4 cos luzz
2 2
1= W - n wz4+w -
b'e 101 cos wlz w 1C2 sen 1z w 2C3coss wzz Ww2C4sen luzz )
= oW + w - + w
Y Clcos wlz tuC2 sen 1z w2C3 cos wzz 2C4 sen tuzz
2 2
1 =W +Ww + w w_z +
y chlsen lulz 1C2cos lulz 2C33en 9Z w2C4cos wzz

Incui C., C,, C,,Cy4s0no costanti di integrazione. Esprimendole in funzio
ne delle coordinate (_x_o,z_o) e delle inclinazioni (xJ, Z{,) delle traiettorie al
l'ingresso del quadrupolo, avremo:
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2 2 2 w
w W W 1
= — o — ' W z - nw_z) +
x =x o cos Ulz o cos wzz) + x (k 2 sen &,z o senw, )

wwl Ww W W
_ 1 S Wy - w
+y (k w, sen W,z o sen UIZ) +y' ( % €08 Wyz - - cos lz)

1 =
x'=x, 2

ww? W w2 Ww w
——1L cosw_z - —1 cos wlz)+1('> (—k-lsena)lz -—i

2 T, 2 [

wew

2 sen W_z - lk £ gen wlz) +;_:") (-(:-l:— cosa)zz -—Elcoslulz)-ﬂ-
(/7]

t Y% 2 K k

ww W LY (7)
—_— A N
z - — < sen luzz) +x' ( X cos8 W,z cos wzz) +

1 1 k

+ Y, (T cos wlz - —l;l cos wzz) + lé, (—kz- sen wzz - -k—a-Tl- gen le)

2
ww
= 2
Y =X (k w, sen W

2 2
W 0w w
(——k—z-cos W,z - —= cos wzz) +§; (——gz- sen W

ww
1 . z-—-—l-k s,en‘Vlz)-O-

y=x 2
+ X, ( ik 2 sen sz - _k_l sen wlz) + I:, (-1;2' cos wzz - % cos le)

Queste soluzioni sono finite purché w2 =>\k|. Da cid segue che
letraiettorie delle particelle di impulso p < eal2/4 % 2 sono divergenti, e,
per quadrupoli sufficientemente lunghi vengono intercettate dalle pareti.

CONDIZIONI DI FOCHEGGIAMENTO.

Supponiamo ora diporre sull'asse z, esternamente al quadrupolo
e a distanza b una sorgente 0 puntiforme di particelle. In corrispondenza
del piano d'entrata, e con riferimento al sistema di coordinate cartesiane
indicate in Fig, 1, potremo scrivere:

bx'=x (8)

by' = y
Poiché tra detto sistema e quello definito dalle (4) sussiste la ben nata rela
zione:
X=xcoslz +ysenWz
(9)

y=XsenWz +ycosWz

le (8) divengono

(x_'_+'wz--§—) cos Wz +(y' - W}_-%—) senWz = 0

X Yy (10)
-x'+Wy-—)senwz +(y'- wx -—)coswz =0
X I-% A -3



Perché le (10) siano verificate, occorrera che

X
x'+ Wy -+

1]

0
(11)

y' - wx - 0

o |
1]

Le (11) divengono, sostituendovi i valori forniti dd le (6), e tenute presenti
le (5):

Cl(bkcos (a)lz + W, sen le) + C2 ( Nlcos @ z - bksen lulz) + lA)Casenw z+ WC , cos luzz =0

1 1 2 4 (12)
‘dclcos wlz - ‘Uczsen le + C3 (kbsen wzz + ‘Uzcos ‘02z) + C4 (kbcos "lzz - ‘vzsen ‘Uz«z)-o
dalle quali otteniamo, per z = 0:
bkC, + w,C_+ wC, =0
1 172 4 (13)
UC1+ l\)2C3+bkC4=0

Ora, perché esista a distanza f dalla sezione terminale una immagine del-
la sorgente, dovranno valere per z = 1 (lunghezza del quadrupolo) relazioni
anologhe alle (12) per ogni traiettoria, e cioeé:

- + W =0 )
Cl(fkcos Jvll + leen wll) + C2 ( (ulcos (vll fksen wll) + W Cssen Nzl C4cos Nzl (14)

WC,cos w1 - wczseniu

1 1 1- &uzsentvzl-o

1+C3 (fksenw, 1+ w

2 9C08 luzl) + C4 (fkcos w

1 2

Le quattro costanti Cy, Cg, Cg, C4, che provengono dall'integrazione delle
(4) sono, mediante le (13) esprimenti le condizioni imposte dalla sorgente
puntiforme esterna, ridotte a due, Otterremo, eliminando per esempio Cq
e C3:

c,[f1-2)k LN w? y
IL -f) cos N11+( 7 +%—1-) sen wll -m-z—senwzl_/+

- W kW bk w w
C4[_- T C08 W1+ "= sen w1l - sen ‘021 +— cos Wzlj =0

w, fw, f
CIL 7 cos Nll o wl senﬂull - Wz_ sen &)21 -5 cos N21J+
2 2
-_W kb, W -
C4/_ fw sen W,1 - (-a,—2'+—§a) sen W,1+ (1 - fh)kcos w1 /=0

Dovendo le (15) valere per ogni traiettoria, cio? per ogni coppia di valari
C1,Cy4, occorrerd imporre:



2 2
b W1, bk W
K(1 -f)cos Nll+( T +=0 )senl'lll-fw2 senwzl 0
i o @k bwk _
-1 coaﬂ11+-—f cosw21+-—.wlsen wll’fo‘u senwzl—o

2
(16)
w
—@-cosbll-—‘v—cosbli-Msenw l--—ksenlu 1=0

W
f f 2 t'lul 1 2 2

2
s (X2 bk =
sen lull (f + ‘vz)senwzl 0

2
b w
k(1 - f) cos luzl-i-“vl

Le (16) costituiscono un sistema lineare omogeneo nelle incogni
te cos wll, cos Wyl, sen W 1, sen Wzl, che ammettera soluzione solo se il
determinante dei coefficienti & nullo, Eseguendo i calcoli, potremo vedere
che cid & verificato solo se

f=+b

Se f = +b, avremo una immagine virtuale interna al quadrupolo.
Se f = -b, 1'immagine & reale ed esterna: il quadrupolo elicoidale si com-

porta in questo caso come un sistema simmetrico ad ingrandimento unita-
rio,

FOCHEGGIAMENTO VIRTUALE

Ponendo, come abbiamo detto, nelle (16) f = b, si ottiene:

Wk wk _
wl sen tull - 6”2 sen wzl =0
(17)
] w -
t cosfull -3 cos Nzl 0
Manifestamente le (17) sono soddisfatte solo se
cos wll = dos &/21 = +1 (18)
le quali, poste nelle (7) danno:
X, Tt %
= 4 X
— ]
o (19)
x! =+x
-o =1

%, * 4

Le (19) mostrano che le particelle escono dal quadrupolo con le
medesime condizioni di ingresso, a parte la rotazione di un angolo X =
= 2X1/L, ovvero X+,

Per ottenere le caratteristiche 1,L,k del quadrupolo, potiremo
scrivere, per le (18):



=n T
1\)11 n 7

w21=m7f

(20)

con n, m interi, ambedue pari o ambedue dispari, a seconda del segno scel
to nelle (18).
Le (20), per le (5), diventano:

k12=m27l‘2- A

k12 - _(n2 2

2
(21)

2
xro - L)
chefornisconole condizioni geometriche e di funzionamento del quadrupolo.

Dalle (21) si ottiene:

2 9 72
- -m
k 2 12 (22)
2, .21/2
oL = Jt (El__é"l_) (23)

Dovendo essere k 7‘ 0, occorrerd che siam 7‘ n, Ne segue:
n=2h+m
conh=1,2,3,...; m=20,1,2,3,....

In Fig. 1 riportiamo k in funzione di 1 secondo la (22) per alcuni«
compatibili con la (23).

L6
3

o = 805°
648°
509°
569°
402°
254°

] —

10 20 30 40 50 80 70
K 10‘@m“°)

FIG. 2
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FOCHEGGIAMENTO REALE

Ponendo nelle (16) f = -b, le equazioni indipendenti diventano tre
sole, e le soluzioni per cos Nll, cos Wol, sen w41, sen Wzl sono proporzio
nali ai minori del determinante dei coefficienti. Avremo quindi, indicando
con Q il fattore di proporzionalita:

sen w,1

w
1 1

w 1
2
sen w,1= 2Q = (k - bf)

(24)

cos W1 = QL—T-(I‘H' /

o 2w2 1.2~
coSs ‘Uzl = QL bz (k bz /
2 2 _ 2 2
Dalla condizione cos w11+sen w 11 = 1 (ovvero cos au21 + sen Nzl = 1) ri
sulta:

221 4w4 -1/2

Q=(k - HEt et ) (25)

Sostituendo la (25) nelle prime due (24), e tenendo conto della (5), potremo
scrivere le condizioni di focheggiamento
2
' 4 T 1/2 1
— +
sen L(—Z_ k) /

81‘22 1/2

b/ Tk? - -;1:1-) + o)/

9 (26)

4L’2 + )12 —blz - k)
2

— 2 8 I

b/ Tic? - b%r)er(Lsz)z /1/2

2(

sen L—(-% + k)l/2 1__7 =

notiamo che ponendo nelle (26)

o1
oL =
L
/3 e
-1
J " b

le (26) divengono:



1/2 45 (2 _/52)1/2(?2+/_.,z)
L—M4_ ?4)2+40(42,4~71/2

sen ( K 2 _ /52)
(27)
1/2
125 7%+ A 2% (72 . A2
— »4 4.2 4~,4—1/2
[AY- 72 v ety Y
Le (27) mostrano che le condizioni di focheggiamento di un qua-
drupolo elicoidale dipendono dai soli parametri X, /4, 7.

sen(o(z+ﬁ2)

Notiamo inoltre che se il fascio di particelle entra nel quadrupo
lo parallelamente all'asse, dovra uscirne pure parallelamente. Ci0 appare
chiaro dall'esame delle (26): per b — o esse si riducono, come & possibi
le vedere sviluppando il limite, alle (22).

Nelle Figg. 3 e 4 abbiamo riportato i valori di k,1,&,b valiitati
dalle (26) per mezzo di una calcolatrice elettronica.

ABERRAZIONE CROMATICA

Consideriamo il piano immagine z = bdelle particelle con impul
80 nominale p, e proponiamoci di trovare a che distanza dall'asse z passa
no le particelle aventi impulso variata,

Riferiamoci ad un sistema cartesiano xi,y1 fisso, ruotato del-
I'angolo X =2 T1/L rispetto a quello di Fig. 1. Sul piano immagine, le par
ticelle aventi A4p/p # 0, avranno le coordinate

Ax = B8x,+b 4xy,

Ay, +tbAyy

(28)

Ayl

ove A X{1s A x'u, ) Y11 A y'n sono le variazioni subite dalle coordinate
edalle inclinazioni in corrispondenza del piano d'uscita del quadrupolo, Le
(28) espresse nel sistema x,y divengono, mediante relazioni analoghe alle

(9):
Ax, = Ax +b A§i+bwA11

Ay, = Ax1+bA)_'_i-bwA§1 (29)

Esprimendo le condizioni di ingresso X5 1_:},, Yoo ¥$ che compa-
iono nelle {7) in funzione degli angoli ¥ e 8 (v. Fig. 1), otteniamo:

x =btg¥send

—o

x' =tg¥send - b w tg ¥ cosb

° (30)
¥, = btg % cos8

1(') = tg¥cos8 +b w tg¥send
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b (cm)
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70
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25 5 75 10 25

(k10*(em?)

FIG. 3

25 5 7S 10 128

FIG. 4
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Differenziando le (7) rispetto a p, otteniamo (per z =1) A?Ep
Ax;, Ay, 4 zi. Le (29) divengono cosi:

Ax =U(0)tg V%P-

Ay, =V(B)tg ¥ %P-

Riportiamo in appendice le espressioni di U(8) e V(8), nonché di A-’E’l’
A z(_i: A Z_l: A zi.

La traiettoria della particella di impulso variato intersechera il
piano z = b a distanza
1/2

r= [Uz(e) + vz(e)_7 tg ¥ é}-f— . (32)
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APPENDICE

2
Wbl . Wblk
ol +
+ 2“"%) cos wzl

- - w Whblk wl . ~bk W
U(B)-cosO[__(—T-ﬂ-{)coswlli-(-z—‘;;'*zw:{)senﬁl11+(k*

2,2
w1l &bk = ~ 1 wibl  b” 1k
toa +5—3l sen 021__/ + gend [ (- -+ + oy

- ) cos w_1 -
sz 2 2(«1 1

2 2 2.2 2 2,,2 2

1 Wi, bk, Mol Wbk wl, wiWwsp woWon
- (——— + (- + - w +
(zw1+ X +2w1"zwx+ 2wl ) sen w1+ ( 2wl Tkw, k) cosW,l

+(-——“2 + w? + wzwgbz + wzwzbz - w?y? 4-2“’2b2 - ”zwlzbz‘ senw 1_7
kw, sz3 2«:13 k 2w, w, kw, ! 2

2 2 2 2.2

-~ W71 @ w 1 b 1k
v(e) = [- + - — - . +
(8) = cos® EY"¥] ? cos loll (——3-2 3 ” 1) sen wll + ( 73 %) coswzl

2 2 )
blk 1 %3 b7k 5 - w , blka
+(W2-26v2+ k +2wg)senlu21_/+sen0L(k+—2--“—‘—{)¢o.w11+

2 2.2 3.2 2
wl wb Wwwob WWoh w  WW3ip 2 WWhH 33wWap
+(- wl'zwﬁl)""“ﬁ“(kw Tk Tkt Wb - kW, + 2w, +

wwz 2 w ww
+ 2b” Wbk 2wWab Wb 2wb W §b+ % wi .,

2w} 2 ) cos Wl + E— w W, kw 2wl 2w

2 1 1 1 2

+‘"“’2b21 ww? wdy, Wl
2 T 2w ‘sz'zwg’""

w,l_/

2 2 2
LAp -1 _ (bl 1,9 w w W -
AEl > th{ sen® [ 3 cosw,1 (2£u1 +2u1 5 ) senw 1+ (sz +—-—3-2w2) sen w,1 _”wz couwzl_/-t-

w1 wl  wbk @ W blk -
) aenwll+(2w2+57”—g) senluzl+(k -2—w-§—) coslvzl_/}

+cosO[_—-%cos ~11+2(a

2 2
' A4p i | S wi blk “ bk w4 w 5
Ail > tg V’{ sen® / ( 3 - 1l-3'-73 ) cos - 2w, senw 1+ w, sen Wl +—— colwzl__/+

w wwz-wblk‘
2

w, ) sen wzl_/}

- w ww
+ cosb [ }%coawll+(2wl+—-§-l) senw 1 4‘;—lcosu21+(2w e
2

% ww
_Ap - & , _wblk wl  wbk w3 2b w
4y P tg"«{senel_(k +2_w'{) t:oswll+(2 ‘01+2—w:l;) senw11+( kw, -—5~ - k)°°'w21+

‘wa wp 2wb NN%b wwzb w1 - - Wzl
+( 22 | + - + 22 ) senw,1_/+ cos® [ - cosw. 1+
w w 3 ! g
k 2 2 1 kwl zwl 2«:2 2 2w 1

2 2
w_ W blk 1 @ 1 y
+ (m-kwl) sena.;11+(zwz - 2‘02 + )senwzl+zcosw21_/}
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w w w
i +;":“‘;.w11+
1 1

Azi.%ntg'ki aenOL—- ﬁ;—lcoswll-(

Wwd ww ww ww?y w ww W WwWyy WW?,
"~ 2b 2b 3@Wh 2b w1 et 8 2bl _ 2b1,
- - o, + Tw, + 2‘0:{ 2 )couw21+( ™ zwz* 2 7w, )

2 2

- - W 71 w% blk
i - ” -1-=— +
sen wzl /+ cos8 [ X ¢o8 10114'2 lsenalll+( m 1 2)cos¢)21

bk, @al 5
+(2w2+ 2 )send)zl_/} .
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